
15. Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

15.1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèåN (a, σ2), åñëè îíà îáëàäàåò ïëîòíîñòüþ pξ(x) =

ϕa,σ2(x) = 1
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2σ2 } è ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ Fξ(x) = Φa,σ2(x) = 1
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2σ2 } dy.

Ðàñïðåäåëåíèå N (0, 1) íàçûâàåòñÿ ñòàíäàðòíûì íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì. Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè
Φ(x) = Φ0,1(x) ïðèâåäåíû â òàáëèöàõ èëè ìîãóò áûòü ðàññ÷èòàíû íà êîìïüþòåðå. Ãðàôèêè ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ Φ0,1(x), ïëîòíîñòåé íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûõ âåëè÷èí ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðà-
ìåòðîâ a è σ2 è ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ N (0, 1) ïðèâåäåíû íèæå íà ãðàôèêàõ.

Ïàðàìåòðû íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ � ýòî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèÿ: åñëè ñëó÷àéíàÿ
âåëè÷èíà ξ ∼ N (a, σ2), òî Eξ = a, Var ξ = σ2.

Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ. Â ÷àñòíîñòè, åñëè ξ ∼ N (a, σ2),
òî η = ξ−a

σ ∼ N (0, 1) � íîðìèðîâàííàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà.
Åñëè ξ1 ∼ N (a1, σ

2
1) è ξ2 ∼ N (a2, σ

2
2) � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, òî ξ1±ξ2 ∼ N (a1±a2, σ

2
1+σ2

2).

15.2. Ïðàêòè÷åñêîå çàíÿòèå

1. Ïóñòü ξ ∼ N (0, 1). Ñðàâíèòü ñëåäóþùèå âåðîÿòíîñòè:

à) P(|ξ| ≤ 0.7) è P(|ξ| > 0.7); á) P(−0.5 ≤ ξ ≤ −0.1) è P(1 ≤ ξ ≤ 2).

2. Ïóñòü ξ ∼ N (0, σ2). Íàéòè Eξn, n = 1, 2, 3, 4, . . ..

Óêàçàíèå. Ïîñëå çàìåíû y = x/σ èñïîëüçîâàòü èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì, âçÿâ u = yn−1, dv = ye−y2/2 dy.
Îòâåò. Eξn = 0 ïðè íå÷åòíûõ n, Eξn = 1 · 3 · 5 · . . . · (n− 1)σn ïðè ÷åòíûõ n.
3. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, ξ2, ξ3 íåçàâèñèìû è èìåþò íîðìàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ N (1, 1),N (2, 5),N (0, 7)
ñîîòâåòñòâåííî. Íàéòè

à) P(2ξ1 − ξ2 < 0), á) P(−3 < 2ξ1 − ξ2 < 5), â) P(1 < 2ξ1 − ξ2 + ξ3 < 4).

Îòâåò. à) 0.5; á) ≈ 0.7936; â) ≈ 0.2426.
4. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, ξ2, . . . íåçàâèñèìû è èìåþò ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå N (0, 1).

Ïóñòü ηn =
n∑

k=1

ξ2
k. (Âåëè÷èíû ηn èìåþò òàê íàçûâàåìûå χ2-ðàñïðåäåëåíèÿ ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.) Íàéòè

ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí η1 è η2.
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Óêàçàíèå. Â ïåðâîì ñëó÷àå èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó äëÿ ïëîòíîñòè ôóíêöèè îò ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, âî
âòîðîì ñëó÷àå ïðèìåíèòü ôîðìóëó ñâåðòêè.

Îòâåò. pη1(x) =

{
e−x/2
√

2πx
, x > 0,

0, x ≤ 0;
pη2(x) =

{
1
2 e−x/2, x > 0,
0, x ≤ 0,

ò.å. η2 ∼ Exp( 1
2 ).

5. Ïóñòü ξ ∼ N (a, σ2), η = eξ, ò.å. η èìååò ëîãàðèôìè÷åñêè íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Íàéòè Eη è Var η.

Îòâåò. Eη = ea+σ2/2, Var η = e2a+σ2
(eσ2 − 1).

15.3. Äîìàøíåå çàäàíèå

6. Íåêîòîðàÿ êàòåãîðèÿ ëþäåé èìååò ñðåäíèé âåñ 60 êã è ñðåäíåå êâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå âåñà 3 êã.
Ñ÷èòàÿ, ÷òî âåñ íàóäà÷ó âûáðàííîãî ÷åëîâåêà ðàñïðåäåëåí ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó, íàéòè âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî

à) îí âåñèò áîëåå 66 êã; á) åãî âåñ îòëè÷àåòñÿ îò íîðìû íå áîëåå ÷åì íà 5 êã.

Îòâåò. à) 0.02275; á) 0.9044.
7. Ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû ñâåðòêè ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè ξ è η íåçàâèñèìû è èìåþò ðàñïðåäåëåíèå N (0, 1),
òî ξ + η ∼ N (0, 2).
8. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ è η íåçàâèñèìû è èìåþò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäà-
íèåì 0 è äèñïåðñèåé 1. Íàéòè P(|ξ − η| ≤ 1).
Îòâåò. ≈ 0.52.
9. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Ïîëîæèì

η =
{

ξ, åñëè |ξ| ≤ 1,
−ξ, åñëè |ξ| > 1.

Íàéòè çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ η. Èìååò ëè ξ + η íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå?
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